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三维顶板斜向驱动方腔流有限元并行计算
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摘 要: 基于 PETScFEM 开源代码，采用分步有限元算法和区域分解法，并行计算了不同雷诺数下的三维顶板斜向驱动方腔流

问题。计算结果表明，当顶板沿其对角线方向运动时，流体与下游侧壁发生斜向碰撞后在下游对角处汇聚并形成射流，该射

流在与底面、上游侧壁碰撞后形成较为复杂的涡流结构。雷诺数大小对三维顶板斜向驱动方腔流的涡流场结构形态具有重

要影响。并行性能分析表明区域分解法能有效地提高三维粘性方腔流的计算速度。
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Parallel simulation of 3D lid-driven cubic cavity flows at yaw by finite element method
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Abstract: The fractional step finite element method and domain decomposition method are applied to simulate in parallel the 3D
lid-driven cubic cavity flows at yaw based on the open source codes PETScFEM． When the lid moves along its diagonal，the driven flu-
id impinges in the spatial angle formed by the downstream side walls，which leads to formation of the jet flow． A system of vortices is
caused when the jet flow impinges the bottom wall and upstream side walls． Different Ｒeynolds numbers are investigated，which show
the significant influence for this flow． Parallel performance analysis reveals that the domain decomposition method can efficiently speed
up the simulation of 3D lid-driven cavity flows．
Keywords: 3D cavity flow，yaw angle，finite element method，domain decomposition，parallel simulation

顶板驱动方腔流可模拟由某一壁面运动或外部流场运动所引起的方腔内部环流。这类流动在航空、环
境、工业、交通运输、海洋工程等领域广泛存在，研究其流动特性具有重要的工程应用价值。Aidun 等［1］指出

顶板驱动方腔流在涂镀和熔纺等工业装置中起到重要的作用。在液压管路运输中，适当部位设置一个较大

的方腔可减少或吸收液压泵的压力和流量脉动对系统的影响，防止或减少液压冲击现象的发生。在航空领

域，前缘缝翼、后缘缝翼、起落架箱和钉状洞穴等所形成的方腔流动是机身噪音的重要来源。在潜艇噪声中，

弦外孔和排水孔等所产生的内部环流也是其水动力噪声的来源之一。研究方腔流对流动机理的探讨也有非

常重要的意义，因为其简单的设置能展示几乎所有重要的流体力学现象，如角涡、展向涡、分叉、转捩、湍流
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等。方腔流模型的简单性使得其结果的分析和比较更容易，同时极易扩展到全雷诺数范围。
随着实验技术和计算机性能的不断提高，人们对三维顶板驱动方腔流进行了越来越多的研究，其中对顶

板沿平行于侧壁方向运动引起的方腔流研究得最为广泛。Prasad 和 Koseff［2］对顶板驱动方腔流进行了开拓

性的实验研究。Jiang 等［3］，Wong 等［4］以及其他学者对中、低雷诺数下的方腔流进行了数值模拟，Leriche
等［5］，Hachem 等［6］，Zang 等［7］对高雷诺数的方腔流进行了数值模拟等。此外，Shankar 等［8］对方腔流的研究

进展做了很好的总结。
但在现实情况中，顶板运动方向或外部流场方向并不一定平行于方腔侧壁方向，而是与其有一定偏角。

该偏角的存在使得方腔内部涡流场结构发生重大变化。研究顶板斜向驱动方腔流具有工程实用价值，能更

好地防止或减少管路输运中的液压冲击现象，更好地降低飞机机身或潜艇噪声等，同时对流动机理的探讨也

有重要的意义。国内外学者对顶板斜向驱动方腔流的研究较少，主要集中在飞机机身降噪方面。Disimile
等、Czech 等分别对飞机着陆装置( 可简化为顶板驱动方腔流) 的噪声进行了实验研究，结果表明当外部流方

向与方腔侧壁成一定偏角时，不管流动是否振荡，方腔中均存在较强的声学压力。Pocitsky［9］基于商业软件

Fluent 研究了顶板沿其对角线方向运动所引起的方腔流，其雷诺数包括 100，400，700，2 000 和40 000，结果

显示顶板斜向驱动方腔流具有更复杂的涡流结构。为了便于与前人的数值计算结果进行比较，本文着重研

究顶板沿其对角线方向运动所引起的方腔流。
根据控制方程的离散方式不同，计算流体力学数值离散方法大体上可分为三个分支［10］: 有限差分法、有

限体积法和有限元法。相比于其他方法，有限元方法具有如下特点和优势［11，12］: 1 ) 有限元法具有理论完整

可靠，形式单纯、规范，程序标准化，精度和收敛性得到保证等优点; 2) 相比于有限差分法，有限元法对于求

解区域的单元剖分没有特别的限制，因此特别适合处理具有复杂边界流场的区域; 3) 相比于有限体积法，有

限元法可以通过提高单元插值多项式的次数来提高解的精度，且对单元正则性要求不高。基于此，本文采用

有限元法对不可压粘性流场进行数值模拟。
在对不可压粘性流体进行有限元分析时，速度和压力插值空间函数需满足 inf-sup 相容性条件，如不满

足，则可能产生虚假的压力振荡。为解决压力稳定性问题，学者们相继提出了不同的方法，如速度和压力的

不同阶插值，罚函数法，附加压力稳定项等方法。由 Chorin 等和 Temam 等提出的基于 POISSON 投影的分步

算法则可采用无需满足相容性条件的速度压力插值空间函数。Guermond 等［13］进一步验证，当速度和压力

采用同阶插值函数时，只有在时间步长不太小时才能得到稳定的压力场。Codina 等［14］得到了类似的结论，

并进一步提出了具有压力稳定性的分步算法。由于有限元分步算法具有计算效率高，精度得到保证，编程较

为简单等优点［15］，文中采用该方法对三维方腔流问题进行数值模拟。
计算能力不足是计算流体力学发展所面临的一大挑战。为解决大规模计算问题，并行化是大幅度提高

计算效率的最有效手段。常用的并行化方法有线性代数方程组的并行计算和区域分解法两种。并行计算工

具箱 PETSc( Portable，Extensible Toolkit for Scientific Computation) 提供了并行计算线性代数方程组的库函

数。软件包 PETScFEM 基于并行计算工具箱 PETSc，将非重叠区域分解法应用于计算流体力学的有限元分

析中，实现了不可压粘性流体力学问题的并行计算。
本文基于 PETScFEM 开源代码［16-17］，采用分步有限元算法对不可压粘性流体进行求解，并结合区域分

解法并行计算了不同雷诺数下的顶板斜向驱动方腔流问题。数值模拟时首先对计算区域进行有限元离散，

不可压 Navier-Stokes 方程中的速度和压力采用同阶的线性形函数和权函数，时间离散采用后退欧拉法; 采用

基于 Poisson 投影的分步算法对速度和压力进行解耦，并形成三个子方程; 计算网格通过非重叠的区域分解

法进行剖分，并分配到不同的 CPU 中并行计算，MPI( Message Passing Interface) 库函数用于各子区域间并行

计算数据通信，离散后的线性代数方程组采用 GMＲES( Generalized Minimal ＲESidual) 结合 Jacobi 预处理方

法进行计算。在之前的工作中［18］，已采用该方法对顶板正向驱动方腔流问题进行了数值模拟，计算结果表

明该方法计算效率高，精度较好。在此基础上，文中的主要工作是对雷诺数为 100、400、1 000 和 2 000 的顶

板斜向驱动方腔流进行并行数值模拟。
本文结构安排如下: 首先描述不可压粘性流体控制方程及分步有限元算法，其次介绍非重叠区域分解并

行算法，然后对不同雷诺数下的顶板斜向驱动方腔流进行数值模拟，给出速度矢量图、压力等值面、流线、涡
量等值线以及中心垂线上的速度剖面等流场结构信息，并进行并行性能分析，最后给出结论。
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1 数值算法

1． 1 问题描述及控制方程

三维顶板斜向驱动方腔流的计算域为 ［0，1］×［0，1］×［0，1］。顶板运动速度大小 | U | = 1 。令顶板

运动方向与 x 轴正向的夹角( 即斜向角) 为 α ，则顶板的运动速度为 u = cosα ，v = sinα。为了便于与前人

的数值计算结果进行比较，本文仅研究 α = 45° 时的顶板斜向驱动方腔流，其计算模型如图 1 所示。顶板沿

其对角线方向运动，该方向上的主对角面为 CP 剖面，其宽高比为槡2 ∶ 1 ，面 CP2 和面 CP3 平行于面 CP，其

宽高比分别为 1∶ 1 和 0． 5∶ 1。线 ML 和线 CL 分别为对角面 CP 的水平和垂向中线。垂直于来流方向的

对角面为 PP 剖面。平行于顶板的方腔中剖面( z = 0． 5 ) 为 MP。

图 1 三维顶板斜向驱动方腔流计算模型

Fig． 1 Computational model of 3D lid-driven cubic cavity flow at yaw

粘性流体流动可用 Navier-Stokes 方程进

行求解。对于不可压缩流体流动，其控制方程

包含动量守恒方程和质量守恒方程:

tu + u·!u + !p － νΔu = 0 ( 1)

!·u = 0 ( 2)

式中: u 为速度矢量，p 为压力，ν 为运动粘性

系数。流 体 密 度 为 ρ = 1 。边 界 条 件 为:

Dirichlet 边界条件，其设置如下: 当 z = 1 时，u

= v = 槡2 /2 ，w = 0 ; 当 y = 0 ，y = 1 ，x = 0
，x = 1，z = 0 时，u = v = w = 0 ; 压力参考值

为 0。初始条件为: 流场中网格结点速度处处为零。雷诺数定义为 Ｒe = Ud /ν = 1 /ν ，通过调节运动粘性系

数 ν 的值即可得到不同雷诺数下的方腔流。
1． 2 时间和空间离散

为了方便描述有限元空间离散式，引入如下记号:

a u，( )v : = ν !u，!( )v ，b q，( )v : = q，!( )v ，c u，v，( )w : = u·!v，( )w
其中: !u，!( )v ， q，!( )v ， u·!v，( )w 表示标准的 L2 空间内积; u，v，w 属于速度向量函数空间 V = H1

0 ( Ω) ，

其分量及导数均为平方可积的，且在边界 Ω 上为零; q 属于压力空间 Q = L2 ( )Ω 。这样，公式( 1) ～ ( 2) 的弱

解方程为:

tu，( )v + c u，u，( )v + a u，( )v － b p，( )v = 0 v∈ V，

b q，( )u = 0 q∈ Q

采用梯形法则对方程进行整体时间离散，即同时求解速度和压力。简单起见，将时间 ［0，T］划分为 N 个均

匀的时间步，时间步长为 δt。令 f 为关于时间的通用函数，fn 为函数 f 在 tn = nδt 时刻的值，fn+θ : = θfn+1 + ( 1
－ θ) fn ，δt f

n : = ( fn+1 － fn ) /δt ，其中 θ∈［0，1］，则弱解方程的时间离散式为:

δtu
n，( )v + c un+θ，un+θ，( )v + a un+θ，( )v － b pn+1，( )v = 0 v∈ V， ( 3)

b q，un+( )1 = 0 q∈ Q ( 4)

当 θ = 1 /2 时，该方程对应于二阶的 Crank-Nicolson 时间离散，当 θ = 1 时，该方程对应于向后 Euler 时间离散。
令 Vh 为 V 的近似有限元空间，Qh 为 Q 的近似有限元空间，Vh 空间中的函数要求为分段连续多项式，Qh

空间中函数的连续性不要求，则方程( 3) ～ ( 4) 的有限元空间离散式为:

δtu
n
h，v( )

h + c un+θ
h ，un+θ

h ，v( )
h + a un+θ

h ，v( )
h － b pn+θh ，v( )

h = 0 vh ∈ Vh ( 5)

b qh，u
n+1( )
h = 0 qh ∈ Qh ( 6)

在基于压力 Poisson 方程的分步算法中，当时间步长较大时，速度和压力插值函数不需要满足 LBB 条件，因

此在本文的计算中速度和压力插值函数均采用一阶线性多项式。
方程( 5) ～ ( 6) 的矩阵形式可表示为:

MδtU
n + K( Un+θ ) Un+θ + GPn+1 = 0 ( 7)

DUn+1 = 0 ( 8)
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式中: U 和 P 分别表示结点速度和压力数组，M 为质量矩阵，K 为包含扩散项和对流项的矩阵，G 为梯度矩

阵，D 为散度矩阵。
1． 3 分步算法

方程( 7) ～ ( 8) 等价于如下的方程组:

M 1
δt

( U^ n+1 － Un ) + K( Un+θ ) Un+θ + γGPn = 0 ( 9)

M 1
δt

( Un+1 － U^ n+1 ) + G( Pn+1 － γPn ) = 0 ( 10)

DUn+1 = 0 ( 11)

式中: U^ n+1 为辅助变量，即预估速度; γ 为数值参数，其取值范围 ［0，1］。假定:

K( Un+θ ) Un+θ ≈ K( U^ n+θ ) U^ n+θ ( 12)

式中: U^ n+θ = θU^ n+1 + ( 1 － θ) Un 。将方程( 11) 的结果代入到方程( 10) 中，则可得到如下的分步计算方程组:

M 1
δt

( U^ n+1 － Un ) + K( U^ n+θ ) U^ n+θ + γGPn = 0 ( 13)

δtDM－1G( Pn+1 － γPn ) = DU^ n+1 ( 14)

M 1
δt

( Un+1 － U^ n+1 ) + G( Pn+1 － γPn ) = 0 ( 15)

求解该方程组可依次得到 U^ n+1 ，Pn+1 和 Un+1 的值。此外，DM－1G 可近似为 Laplace 算子。当 γ = 0 时，由分步

算法造成的误差为 O( δt) ，当 γ = 1 时，由分步算法造成的误差为 O( δt2 ) 。本文在计算中取 γ = 0． 9 ，θ = 1。
1． 4 区域分解法

考虑使用区域分解法求解代数方程组( 13) 、( 14) 和( 15) ，即 Ax = y。将计算域 Ω 划分为互不重叠的 n
个子区域 Ω{ }

i
i = n
i = 1 。非重叠区域分解法网格划分及计算模型如图 2 所示。

图 2 非重叠区域分解法计算模型( 2 个子区域)

Fig． 2 Computational model of non-overlapping domain decomposition

令 Aii，i = 1，2，…，n 为各子区域 Ωi 内部结点所形成的矩阵，ALL = diag［A11，A22，…，Ann］为分块对角矩

阵，AII 为各子区域间交界面结点所形成的矩阵。相应地，令 x = ( xL，xI )
T ，y = ( yL，yI )

T ，则代数方程组可

分裂为:

ALL ALI

AIL A( )
II

xL
x( )
I

=
yL
y( )
I

( 16)

式中: ALI 和 AIL 为子区域内部结点和交界面结点的连接关系矩阵。该方程组的求解可以分为两步完成，首先

求解方程( 17) 获得交界面结点的变量值 xI ，各子区域间的数据通信通过 MPI 库函数来完成，然后再并行求

解方程( 18) ，得到各子区域内部结点的变量值 xL :

( AII － AILA
－1
LL ALI ) xI = yI － AILA

－1
LL yL ( 17)

ALLxL = yL － ALIxI ( 18)

2 数值模拟结果

首先模拟雷诺数为 1 000 时的顶板斜向驱动方腔流，进行了网格收敛性验证，并给出速度矢量图、压力
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等值面、流线、涡量等值线等流场信息。其次模拟雷诺数为 100，400，2 000 等不同顶板斜向驱动方腔流，比

较不同雷诺数对顶板斜向驱动方腔流的影响。
2． 1 雷诺数为 1 000 时的顶板斜向驱动方腔流

首先模拟雷诺数为 1 000 时的顶板斜向驱动方腔流。计算采用三套不同精度的均匀六面体网格进行网

格收敛性验证，粗、中、细网格的单元数分别为 36 × 36 × 36、48 × 48 × 48、64 × 64 × 64。计算时间步长取为 0．
05，迭代 1 000 步均能得到收敛的结果。计算结果表明，中等精度网格已能得到较好的结果，而计算时间却

比细网格少很多。图 3 所示结果为中等精度网格计算结果。
雷诺数为 1 000 时顶板斜向驱动方腔流的流线分布如图 3 所示。从正视图可以看出，流体由顶板驱动，

以 45°角撞击 x = 1 的下游侧壁和 y = 1 的下游侧壁，撞击后的流体在由两侧壁构成的角落处汇聚，并形成一

股强大的射流射向底面。从后视图可以看出，射流撞向底面后在底面呈 90°扇形散开。流体在遇到 x = 0 的

上游侧壁和 y = 0 的上游侧壁后转而向上流动，最终汇入顶板附近流体，完成一次循环。从侧视图可以看出，

由于顶板驱动流体的汇聚和射流的形成，使得主涡变得倾斜而狭长，且有流体从下游侧壁中心附近汇入主

涡中。

图 3 雷诺数为 1 000 时流线分布的不同视角( 左: 正视图，中: 后视图，右: 侧视图)

Fig． 3 Streamlines at Ｒe = 1 000: front view ( left) ; back view ( middle) ; oblique view ( right)

图 4 所示为雷诺数为 1 000 时不同剖面上的速度矢量、流线投影和法向涡量分量等值线。若沿坐标轴

三个方向的涡量分量分别为 ωx ，ωy ，ωz ，则沿 CP 平面法向的涡量分量为槡22 ωx －槡22 ωy ，沿 PP 平面法向的

涡量分量为槡22 ωx +槡
2
2 ωy 。从 MP 平面的速度矢量可以看到，流体在由 x = 1 和 y = 1 的下游壁面构成的角落

附近汇聚并形成速度较大的射流，同时从 z 方向的涡量分量可以看到，由于射流从顶部汇聚到底部发散，因

而形成了涡量较强、方向相反的旋转。从 CP 平面的流线投影可清楚地观察到主涡的形状为倾斜的卵形，同

时在左下角可看到次级涡的形成。从 CP 平面法向的涡量分量可以看到，顶板附近的涡量分量绝对值和壁

面附近的涡量绝对值均较大，说明这些区域速度梯度较大，粘性耗散较强。从 PP 平面的流线投影和涡量分

量可以看到二次涡的形成。
从图 5 可看到方腔流不同剖面的速度矢量投影。在 CP 剖面中，由于流体的堆积和射流的形成，可以看

到主涡在平面的左下方，而右下角可看到次级涡的存在。在 CP2 剖面中，涡心位于剖面中央，平均速度较 CP
平面小。在 CP3 剖面中，涡心位于平面右上角，且大部分区域的速度矢量向上。从 PP 剖面和 MP 剖面的速

度矢量投影中，可以看到二次涡的存在。本文结果与 Povitsky 的计算结果［9］基本一致。
图 6 所示为雷诺数为 1 000 时顶板斜向驱动方腔流速度大小等值面。从图 6( a) 中可以看到，由顶板带

动的流体在由 x = 1 的下游侧壁和 y = 1 的下游侧壁形成的垂直角落里汇聚形成一股速度较大的射流。图 6
( b) 则显示了由顶板带动的流体在撞击下游侧壁后汇聚的过程。图 6 ( c) 显示了射流在撞击底面之后朝两

个方向散开的低速射流。图 6( d) 、6( e) 和 6( f) 分别显示了顶板驱动流体在到达底面之后呈扇形面散开，在

遇到 x = 0 的上游侧壁和 y = 0 的上游侧壁后转而向上流动，由于流体运动空间的增大和壁面粘性的阻滞作

用，这一过程中流体的速度逐渐降低。
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图 4 不同剖面的速度矢量和流线投影及其法向涡量分量( Ｒe = 1 000)

Fig． 4 Perspective 3D solution summary at Ｒe = 1 000

图 5 不同剖面的速度矢量投影分布( Ｒe = 1 000)

Fig． 5 2D planar projections of velocity vector at Ｒe = 1 000 on different planes

图 7 所示为雷诺数为 1 000 时顶板斜向驱动方腔流的压力等值面。图 8 所示为雷诺数为 1 000 时不同

精度网格计算结果( 沿 CP 剖面中垂线的水平速度分量) 比较。从图 8 中可以看到，从粗网格到细网格，计算

结果逐渐收敛，中等精度网格与细网格计算结果基本保持一致。由于中等精度网格已能得到较好的计算精

度，而网格单元数却比细网格少很多，可以减少大量的计算时间，因此在本文其它的工况计算中均采用中等

精度网格进行计算。从速度剖面看，水平速度分量在底面附近存在一个峰值，该峰值由底面射流产生。在距

底面 0． 1 ～ 0． 3 的区域速度绝对值均较大，由流体的汇聚挤压引起。
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图 6 顶板斜向驱动方腔流速度大小等值面( Ｒe = 1 000)

Fig． 6 Iso-surfaces for different velocity magnitudes at Ｒe = 1 000

图 7 压力等值面( Ｒe = 1 000)

Fig． 7 Pressure iso-surfaces at Ｒe = 1 000
图 8 沿 CP 剖面中垂线的水平速度分量( Ｒe = 1 000)

Fig． 8 Horizontal component velocity profile at Ｒe = 1 000

2． 2 不同雷诺数对顶板斜向驱动方腔流的影响

本文还模拟了雷诺数为 100、400 和 2 000 时的顶板斜向驱动方腔流，并考察不同雷诺数对顶板斜向驱

动方腔流的影响。本节计算采用 48 × 48 × 48 的均匀六面体网格，单元特征尺度为 0． 020 83。计算时间步长

取为 0． 05，迭代 1 000 步均能得到收敛的结果。
图 9 所示为雷诺数为 100、400 和 2 000 时顶板斜向驱动方腔流的流线分布。从图中可以看出，随着雷

诺数的增加，流线由简单变为复杂，特别是主涡流线，当雷诺数为 2 000 时变得杂乱。
图 10 所示为不同雷诺数下 CP 剖面内速度矢量投影。从图中可以看出，随着雷诺数的增加，主涡涡心

位置不断变化，当雷诺数为 100 时，主涡位于中部偏上的位置，当雷诺数为 400 时，主涡中心在右上角，当雷

诺数为 1 000 时，主涡变为倾斜狭长的卵形，涡心在平面的左下方，当雷诺数达到 2 000 时，涡心位置更靠近

底面。此外，当雷诺数为 400 时，可以看到较为明显的下游二次涡。当雷诺数达到 2 000 时，可以明显地观

察到上游二次涡的形成。
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图 9 不同雷诺数( 从上至下: Ｒe = 100，400，2 000) 流线分布的不同视角( 从左至右: 正视图，后视图，侧视图)

Fig． 9 Streamlines for different Ｒeynolds numbers

图 10 不同雷诺数下 CP 剖面内速度矢量投影

Fig． 10 2D planar projections of velocity vector on CP plane for different Ｒeynolds numbers

图 11 所示为不同雷诺数下 MP 剖面内速度矢量投影( 本文结果) 。从图中可以看出，随着雷诺数的增

加，二次流变得越来越复杂，当雷诺数为 1 000 时，可以观察到 3 对二次涡，而当雷诺数增加到 2 000 时，可以

观察到 6 对二次涡。图 12 所示为 Povitsky 的计算结果［9］。将本文结果与参考结果进行比较，可以看出对应

的漩涡个数及漩涡形态均保持一致。
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图 11 不同雷诺数下 MP 剖面内速度矢量投影( 本文结果)

Fig． 11 2D planar projections of velocity vector on MP plane for different Ｒeynolds numbers ( our results)

图 12 不同雷诺数下 MP 剖面内速度矢量投影( 参考结果)

Fig． 12 2D planar projections of velocity vector on MP plane for different Ｒeynolds numbers ( reference results)

图 13 所示为不同雷诺数下沿 CP 剖面中垂线的水平速度分量。从图中可以看到，随着雷诺数的增加，

边界层的厚度逐渐减小。当雷诺数为 100 时，粘性作用较强，壁面的阻滞效应较大，速度剖面变化较为平缓。
当雷诺数为 400 时，底面附近已形成射流，因此出现了较大的峰值。当雷诺数为 1 000 时，底面附近的射流

峰值有所减小，但流体的堆积挤压现象较为明显，导致距底面 0． 1 ～ 0． 3 附近的速度绝对值较大。当雷诺数

达到 2 000 时，流体堆积挤压现象更为严重，使得流体在距底面 0． 2 附近出现峰值。

图 13 不同雷诺数下沿 CP 剖面中垂线的水平速度分量

Fig． 13 Horizontal velocity component along the vertical midline of the CP plane at different Ｒeynolds numbers

不同雷诺数下沿 CP 剖面中垂线的水平速度分量数值如表 1 所示。
2． 3 并行性能

本文采用网格非重叠区域分解法结合消息传递的模式进行并行计算，非重叠网格区域划分的方式如图

14 所示。以雷诺数为 1 000 的顶板斜向驱动方腔流计算为例，取时间步长为 0． 05，迭代 1 000 步，不同进程

数( 从 1 到 8) 的计算时间及加速比如表 2 所示，相对应的曲线如图 15 所示。从图中可以看出，随着进程数

的增加，计算时间不断减少，并行加速比不断增大，但由于进程间数据传递量的增加，加速比的增长速度比线

性增长速度为小。
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表 1 不同雷诺数下沿 CP 剖面中垂线的水平速度分量

Tab． 1 Horizontal velocity component along the vertical midline of the CP plane at different Ｒeynolds numbers

z / Z
水平速度 u / U

Ｒe = 100 Ｒe = 400 Ｒe = 1 000 Ｒe = 2 000

0． 000 00 0． 000 00 0． 000 00 0． 000 00 0． 000 00

0． 039 96 － 0． 053 00 － 0． 184 48 － 0． 210 98 － 0． 189 67

0． 079 92 － 0． 096 29 － 0． 256 41 － 0． 218 74 － 0． 196 74

0． 119 88 － 0． 131 85 － 0． 237 89 － 0． 193 74 － 0． 214 26

0． 159 84 － 0． 160 47 － 0． 197 10 － 0． 186 20 － 0． 241 49

0． 199 80 － 0． 182 46 － 0． 164 64 － 0． 185 41 － 0． 269 82

0． 239 76 － 0． 198 10 － 0． 142 49 － 0． 185 48 － 0． 271 97

0． 279 72 － 0． 207 78 － 0． 127 31 － 0． 182 45 － 0． 207 82

0． 319 68 － 0． 212 11 － 0． 116 53 － 0． 172 78 － 0． 099 84

0． 359 64 － 0． 211 90 － 0． 108 48 － 0． 153 63 － 0． 019 71

0． 399 60 － 0． 208 01 － 0． 102 03 － 0． 124 21 0． 019 87

0． 439 56 － 0． 201 19 － 0． 096 34 － 0． 087 21 0． 040 68

0． 479 52 － 0． 191 94 － 0． 090 72 － 0． 048 42 0． 054 77

0． 519 48 － 0． 180 42 － 0． 084 54 － 0． 013 76 0． 066 04

0． 559 44 － 0． 166 43 － 0． 077 28 0． 014 10 0． 075 66

0． 599 40 － 0． 149 35 － 0． 068 48 0． 035 59 0． 084 21

0． 639 36 － 0． 128 13 － 0． 057 79 0． 052 25 0． 092 21

0． 679 32 － 0． 101 17 － 0． 044 94 0． 065 57 0． 100 01

0． 719 28 － 0． 066 04 － 0． 029 66 0． 076 57 0． 107 60

0． 759 24 － 0． 018 99 － 0． 011 38 0． 085 93 0． 114 62

0． 799 20 0． 046 08 0． 011 83 0． 094 14 0． 120 56

0． 839 16 0． 138 77 0． 046 10 0． 102 21 0． 125 06

0． 879 12 0． 272 47 0． 109 20 0． 115 46 0． 128 45

0． 919 08 0． 460 86 0． 244 88 0． 163 91 0． 138 22

0． 959 04 0． 707 70 0． 528 59 0． 378 21 0． 258 69

0． 999 00 0． 992 75 0． 987 69 0． 982 41 0． 977 03
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图 14 不同块数的区域分解网格

Fig． 14 Domain decomposition meshes for different domains
表 2 子区域个数对并行性能的影响

Tab． 2 The effects of the number of domains on the parallel performance

进程数 1 2 3 4 5 6 7 8

时间 / s 43 230 20 520 15 660 12 860 10 540 9 517 9 128 8 171

加速比 1 2． 106 7 2． 760 5 3． 361 6 4． 101 5 4． 542 4 4． 736 0 5． 290 7

图 15 并行性能分析

Fig． 15 Analysis of the parallel performance

3 结 语

采用分步有限元算法结合非重叠区域分解法并行计算了不同雷诺数( 100、400、1 000 和 2 000 ) 下的顶

板斜向( 斜向角为 45°) 驱动方腔流问题。从计算结果可以看出，顶板斜向驱动方腔流具有较为复杂的涡流

结构。由顶板驱动的流体以 45°角撞击 x = 1 的下游侧壁和 y = 1 的下游侧壁后汇聚成一股速度较大的射流，

该射流在底面呈扇形散射，在遇到 x = 0 的上游侧壁和 y = 0 的上游侧壁后转向上流动，最终汇入顶板附近流

体并进入循环。在这一循环过程中，由于主流运动方向与侧壁呈 45°偏角，使得二次流现象较为明显和复

杂。且随着雷诺数的增加，流动更为剧烈，整个涡流场结构也更为复杂。
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计算表明，采用基于 Poisson 投影的分步算法后，应用传统的有限元方法即能很好地求解不可压粘性方

腔流问题。同时，结合网格区域分解和消息传递的并行计算模式，可以得到很好的并行计算性能。开源软件

PETScFEM 为计算不可压粘性流体问题提供了很好的工具，且为进一步开发提供了很好的平台。
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