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涡量(vorticity)用来描述流体微团的旋转运动。涡量的定义为：

V 2

5.1  涡量场

涡量是点的坐标和时间的函数。它在直角坐标系中的投影为：
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在流场的全部或部分存在角速度的场，称为涡量场。如

同在速度场中引入了流线、流管(流束)和流量一样。在涡量

场中同样也引入涡线、涡管、涡束和旋涡强度的概念。
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涡线(vortex line)定义: 某一瞬时漩涡场中的一条曲线，曲线上
任意一点的切线方向与该点流体微团的旋转角速度一致。

由定义推导出其微分方程，设某一点上流体微团的瞬时角速度
为 ，取过该点涡线上的微元矢量为

，根据定义，这两个矢量方向一致，矢量叉
乘积为0，即

kji zyx  
kdzjdyidxsd 

0 sd

zyx

dzdydx




这就是涡线方程。
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涡管(vortex tube)定义: 某一瞬时，在涡量场中任取一封闭曲

线c(不是涡线)，通过曲线上每一点作涡线，这些涡线形

成封闭的管形曲面。

如果曲线c构成的是微小截面

，那么该涡管称为微元涡管

。横断涡管并与其中所有涡

线垂直的断面称为涡管断面

，在微小断面上，各点的旋

转角速度相同。

涡管中充满着的作旋转运动
的流体称为涡束，微元涡管
中的涡束称为微元涡束或涡
丝(vortex filament)。 C
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旋涡强度，也称涡通量(vortex flux)，定义如下：

在微元涡管中，二倍角速度与涡管断面面积dA的乘积称为
微元涡管的涡通量(旋涡强度)，即

dAdAnAddJ n 2)cos(2 

对有限面积，则通过这一面积的涡通量
应为

dAdAJ n
AA

  2

如果面积A是涡束的某一横截面积，就称为涡束
旋涡强度，它也是旋转角速度矢量的通量。旋涡
强度不仅取决于旋度Ω，而且取决于面积A。
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5.4   旋涡强度
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旋涡强度，也称涡通量(vortex flux)，定义如下：

在微元涡管中，二倍角速度与涡管断面面积dA的乘积称为
微元涡管的涡通量(旋涡强度)，即

dAdAnAddJ n 2)cos(2 

对有限面积，则通过这一面积的涡通量
应为

dAdAJ n
AA

  2

如果面积A是涡束的某一横截面积，就称为涡束
旋涡强度，它也是旋转角速度矢量的通量。旋涡
强度不仅取决于旋度Ω，而且取决于面积A。
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速度环量(velocity circulation)定义：在流场的某封闭周线上，
流体速度矢量沿周线的线积分，定义为速度环量，用符号 Γ
表示，即:

cosl l l
v dl v dl     
 
 

α表示速度矢量与该点切线方向的夹
角。将上式写成标量积的形式为

( )l l l
v dl udx vdy wdz      
 
 

速度环量是标量，有正负号，规定沿曲线逆
时针绕行的方向为正方向，沿曲线顺时针绕
行的方向为负方向。对非定常流动，速度环
量是一个瞬时的概念，应根据同一瞬时曲线
上各点的速度计算，积分时为参变量。
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Stokes定理:  在涡量场中，沿任意封闭周线的速度环量等于通
过该周线所包围曲面面积的旋涡强度，即:

  2 n
A A A

v dl v d A d A dA J            
     


这一定理将旋涡强度与速度环量联系起来，给出了通过速
度环量计算旋涡强度的方法。
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Stokes 定理：
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例子1：已知二维流场的速度分布为 ， ，试

求绕圆 的速度环量。

3u y  4v x
222 Ryx 

解： 此题用极坐标求解比较方便，坐标变换为:

cosrx  sinry 
速度变换为
：
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例子2：一二维涡量场，在一圆心在坐标原点、半径
的圆区域内，流体的涡通量 。若流体微团在

半径 r 处的速度分量 为常数，它的值是多少？

mr 1.0
smJ /4.0 2

v

解：由Stokes定理得 ：
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• 涡量场的空间特性

• 涡量场的时间特性
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涡量场的空间特性
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涡量场的空间特性 (旋涡强度空间保持定理)

涡量： 2   Ω ω V

  0
S V V

d A dV dV          Ω Ω V




由张量公式，知道涡量的散度为0：

  0       Ω V

因此：

表明通过任一封闭曲面的涡通量为0。

K
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因此：

1) 涡管中任一横截面上的涡通量(
旋涡强度)保持同一常数。
(Helmholtz第一定理)

2) 涡管不能在流体中产生或消失。

涡管的横截面积在流体中趋于0
时，涡量将趋于无穷，这在物理上
是不可能的。

流场中的涡管只能有以下三种形式
：

K

1) 两端都延伸到无穷远；

2) 形成封闭涡环；

3) 中止于物面或其它界面。
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涡量场的时间特性
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Thomson定理(也称为Kelvin定理)：

理想、不可压或正压流体
*
，在有势

的质量力作用下，沿任何封闭流体周

线的速度环量不随时间变化，即：

0
dt
dΓ

K

* 密度仅是压力函数的流体称为正压流体，密度是温度和压

力的函数的流体称为斜压流体。
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证明 ：在流场中任取一由流体质点

组成的封闭周线K，它随流体的运

动而移动变形，但组成该线的流体

质点不变。沿该线的速度环量的时

间全导数为：

( )d d udx vdy wdz
dt dt

  

分步积分后为：

( ) ( ) ( )d d du dx v dy w du dv dwdx dy dz
dt dt d

dz
dt d dtt t

d
d t

 

    


    

K
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由于质点线K始终由同样的流体质点组成，所以

( )d dx du
dt

 ( )d dy dv
dt

 ( )d dz dw
dt



2 2 2 2

[ ]

( ) ( )

( )

2

(

2

) ( ) udu vdv wdw

u v w

d d du dx v dy w dz
dt

V
dt dt

d d

  

 
 

     

 

 

 

因此方程左边第一项为：

5.7.2   涡量场的时间特性
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由理想流体的欧拉动量方程，方程右边第二项可表示为:

 

1 1 1

1

1

x y z

x y z

p p pf dx f dy f dz
x y z

p p pf dx f dy f dz d

du dv dwdx dy dz
dt d

x dy dz
x y z

pdf dp df

t dt

d

  



 

       
                 

    
           

    
         



   

 











 





 



5.7.2   涡量场的时间特性
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整理上面的结果，可以得到：

2

0
2

dΓ V pd f
dt 

 
    

 


常数Γ
Kelvin定理(旋涡强度时间保持定理)：理想、不可

压或正压流体，在有势的质量力作用下，沿任一

封闭物质线的速度环量和通过任一物质面的涡通

量在运动过程中恒定不变。

5.7.2   涡量场的时间特性
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推论：(Lagrange定理，也称为旋涡不生不灭定理)

理想、不可压或正压流体，在有势的质量力作用下

，如果初始时刻在某部分流体是无旋的，则在以前

或以后任一时刻中这部分流体始终无旋；反之，若

有旋，则始终有旋。

5.7.2   涡量场的时间特性
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Helmholtz旋涡三个定理
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Helmholtz关于旋涡的三个定理，解释了涡旋的基本性质，是
研究理想流体有旋流动的基本定理。

1. Helmholtz第一定理(旋涡强度空间保持定理)：在理想、不

可压或正压流体、体积力有势的有旋流场中，同一涡管各截
面上的旋涡强度相同。

1a

2a
2b

1b
1A

2A
在同一涡管上任取两截面A1、A2，
在A1、A2之间的涡管表面上取两条
无限靠近的线段a1a2和b1b2。由于

封闭周线a1a2b2b1a1所围成的涡管
表面无涡线通过，旋涡强度为零
。根据Stokes定理，沿封闭周线
的速度环量等于零，即：
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    
1 2 2 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1a a b b a a a a b b b b aΓ Γ Γ Γ Γ 0

1a

2a
2b

1b
1A

2A

由于 而 ，故得0
1221
 bbaa 2222 abba  2211 abab 

同样该定理说明，在理想、

不可压或正压流体、体积力有势

的流体中，涡管既不能开始，也

不能终止。但可以自成封闭的环

形涡管，或开始于边界、终止于

边界。



Shanghai Jiao Tong University 5.8   Helmholtz定理

2. Helmholtz第二定理(涡管保持定理)：理想、不可压或正压流
体，在有势的质量力作用下，流场中的涡管始终由相同的流体
质点组成。

K
K为涡管表面上的封闭周线，其

包围的面积内涡通量等于零。由

Stokes定理知，周线K上的速度

环量应等于零；又由Thomson定
理，K上的速度环量将永远为零

，即周线K上的流体质点将永远

在涡管表面上。换言之，涡管上

流体质点将永远在涡管上，即涡

管是由相同的流体质点组成的，

但其形状可能随时变化。
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K

推论：

1) 涡面保持定理：在某一时刻组

成涡面的流体质点在以前或以

后任一时刻也永远组成涡面，

即涡面是由相同的流体质点组

成的，但其形状可能随时变化

。

2) 涡线保持定理：在某一时刻组

成涡线的流体质点在以前或以

后任一时刻也永远组成涡线，

即涡线是由相同的流体质点组

成的，但其形状可能随时变化
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3. Helmholtz第三定理(涡管强度保持定理) ：理想、不可压或正

压流体，在有势的质量力作用下，任一涡管强度不随时间变化。

若周线K为包围涡管任意的截面A的边界线。由Thomson

定理知，该周线上的速度环量为常数。根据Stokes定理

截面A上的旋涡强度为常数。因为A为任意截面，所以整

个涡管各个截面旋涡强度都不瞬时间发生变化，即涡管

的旋涡强度不随时间变化。

由Helmholtz三定理可知，粘性流体的剪切应力将消耗能量，

使涡管强度逐渐减弱。
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总 结

涡量场的空间保持特性

通过任一封闭曲面

的涡通量为零

涡量场的时间保持特性

沿任一封闭物质线的速度
环量在运动过程中恒定不

变 (Kelvin定理)

• 涡管中任一横截面上的涡

通量(旋涡强度)保持同一常

数(Helmholtz第一定理)；

• 流场中的涡管不能在流体

中产生或消失。

• 旋涡不生不灭定理
(Lagrange定理)

• 流场中的涡管、涡面和涡
线始终由相同的流体质点组成
(Helmholtz第二定理)。

• 涡管强度不随时间变化(旋
涡强度时间保持定理，或
Helmholtz第三定理)。
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前面讨论旋涡在空间和时间上的保持特性的前提条件是，

理想流体，流体正压，体积力有势。反之，旋涡可能生成或

消失，因此旋涡的形成原因就可能有三各方面：

1)  流体的粘性；

2)  流场是非正压的；

3)  质量(体积)力无势。
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1. 先看理想流体，质量力有势，但流场非正压的情况

此时Euler方程为：
D
D

p
t 


   

V

对于任一封闭流体线L，速度环量的物质导数为：

 

2

2

D D DD D
D D D D D 2

1

r r r r
r r r

L L L L L L

L L L L

L S S

dldl dl d dl d
t t t t t

p pdl dl dl d

p pdl dS p dS

 


  

 
            

 
 

          

  
          

 

     

   

  

V V V VV V V     

   



这里S是以L为边界的曲面，其法向与L的正向构成右手系。
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5.9   旋涡的形成机理

如果流场是正压的，有   0p p       。

0,p  但现在 因此

0D
Dt



对于非正压流体，由于等压面和等密度面不重合，随着时

间的推移，速度环量将发生变化，旋涡会产生和消失。

当 时，旋涡强度增加，反之，旋涡强度减少。0D
Dt



即正压流体的等压面和等密度面是重合的。
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贸易风(trade wind)，也称信风。

5.9   旋涡的形成机理


